El modelo BGK con potencial confinante: existencia, comportamiento asintótico y equilibrios Maxwellianos periódicos en tiempo by Bosi, Roberta & Cáceres Granados, María José
XX Congreso de Ecuaciones Diferenciales y Aplicaciones
X Congreso de Matema´tica Aplicada
Sevilla, 24-28 septiembre 2007
(pp. 1–7)
El modelo BGK con potencial confinante: existencia,
comportamiento asinto´tico y equilibrios Maxwellianos
perio´dicos en tiempo
Roberta Bosi1, Mar´ıa J. Ca´ceres2
1 Inst. Analysis und Scientific Computing, TU Wien, Austria . E-mail:
bosi@aurora.anum.tuwien.ac.at.
2 Dpto. de Matema´tica Aplicada, Univ. de Granada. E-mail: caceresg@ugr.es.
Palabras clave: Modelo BGK–Boltzmann, potencial externo, comportamiento asinto´tico, estados
estacionarios Maxwellianos
Resumen
Un modelo aproximado de la ecuacio´n de Boltzmann en presencia de un potencial
externo, que mantiene su no linealidad y sus propiedades cualitativas, es la ecuacio´n de
Boltzmann-BGK con potencial externo. Para esta ecuacio´n estudiamos la existencia de
solucio´n, la estabilidad de sus estados estacionarios y la convergencia a los estados de
equilibrio. Para un dato inicial con masa, entrop´ıa y energ´ıa total acotadas probamos
existencia de solucio´n y convergencia fuerte en L1 hacia los estados de equilibrio Max-
wellianos, mediante argumentos de compacidad. Un caso especialmente interesante es
el que se plantea cuando se considera un potencial externo armo´nico, ya que aparece
toda una familia de estados estacionarios dependientes del tiempo de forma perio´di-
ca. Este feno´meno es compartido con la ecuacio´n de Boltzmann y con algunos otros
modelos cine´ticos. Para todos estos modelos probamos la multiestabilidad de dichos
estados y ofrecemos condiciones para identificar el estado de equilibrio.
1. Introduccio´n
La ecuacio´n de Boltzmann describe el comportamiento de un sistema con un nu´mero
elevado de part´ıculas en un gas diluido (ver [4]). Esta ecuacio´n cine´tica tiene un operador
de colisio´n complicado, con el que puede resultar dif´ıcil trabajar. Un modelo aproximado
de la ecuacio´n de Boltzmann, que mantiene su no linealidad y sus propiedades cualitativas,
es la ecuacio´n de Boltzmann-BGK (Bhatnagar-Gross-Krook [1]):
∂tf + v · ∇xf −∇xφ · ∇vf =M [f ]− f , (1)
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donde M [f ] es la Maxwelliana local
M [f ](t, x, v) =
ρ(t, x)
(2piT (t, x))N/2
exp
(
−|v − u(t, x)|
2
2T (t, x)
)
(2)
definida en te´rminos de los momentos en velocidad de f : la densidad espacial ρ, la velocidad
media u y la temperatura T dados por ρρu
ρ|u|2 + ρTN
 (t, x) = ∫
RN
 1v
|v|2
 f(t, x, v)dv.
f(t, x, v) ≥ 0 representa la densidad de probabilidad de part´ıculas en la posicio´n x, con
velocidad v en el instante de tiempo t. El te´rmino de la izquierda (en la ecuacio´n (1)) es
el operador de transporte con un campo de fuerza −∇xφ, mientras que el te´rmino de la
derecha describe las interacciones entre las part´ıculas. La variable espacial x se mueve en
todo RN , lo que hace necesaria la presencia de dicho campo externo (que viene dado por
un potencial φ = φ(x)) que confine las part´ıculas y propicie la existencia de estados de
equilibrio. Este potencial confinante satisface las siguientes hipo´tesis:
φ(x) ≥ 0, φ ∈ C2(RN ), exp(−φ(x)) ∈ L1(RN ), (3)
|x||∇φ(x)| ≤ c1(1 + φ(x)), |∇φ(x)|(1 + |v|σ) ≤ c2(1 + |v|2 + 2φ(x)), (4)
para algu´n σ ∈ (0, 1] y c1, c2 ∈ (0,+∞). La hipo´tesis (3) asegura la existencia de un
flujo Hamiltoniano asociado al te´rmino de transporte de (1) y la presencia de estados
estacionarios no triviales con masa y energ´ıa finitas, en este sentido decimos que φ confina
las part´ıculas. En (4) incluimos restricciones te´cnicas referentes al crecimiento de φ en
infinito (como ejemplo puede pensarse en un polinomio de orden arbitrario).
Para un dato inicial f0 ≥ 0 con masa, entrop´ıa y energ´ıa total finitas probamos la
existencia de soluciones integrales (mild) en L1, empleando argumentos de compacidad.
Para ello seguimos la aproximacio´n de Perthame [7], donde la dificultad en nuestro caso
radica en el control de los momentos de orden alto en funcio´n de los de orden menor.
Cuando el tiempo tiende a infinito probamos que el sistema se relaja hacia una distri-
bucio´n Maxwelliana. Este feno´meno era conocido para el caso de dominios acotados (ver
[5]).
Aplicando las te´cnicas de compacidad del resultado de existencia, mostramos que cuan-
do tn → ∞ se tiene convergencia en C([0, τ ];L1(R2N )) de f(t + tn, x, v) hacia un estado
Maxwelliano con la misma masa que el dato inicial y con energ´ıa y entrop´ıa acotadas.
Un caso particularmente interesante lo encontramos considerando el potencial armo´ni-
co, es decir φ(x) = |x|2/2, porque aparece una familia de estados de equilibrio dependientes
del tiempo de forma perio´dica. Todos los estados de esta familia son estables y su estabi-
lidad puede ser estudiada considerando como funcional de Lyapunov la entrop´ıa relativa:
H[f, g] =
∫
f log(f/g) dxdv, que nos muestra tambie´n la estabilidad en te´rminos de la nor-
ma L1. Por otro lado, en esta familia de estados estables hay un u´nico estado estacionario
(es decir, independiente del tiempo) para el cual la entrop´ıa es mı´nima. Cabe preguntarse
si el sistema se relajara´ hasta este estado estacionario. La presencia de los otros estados
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de equilibrio no nos garantiza la relajacio´n hacia el estado estacionario. En esta direccio´n,
encontramos condiciones necesarias sobre el dato inicial para esperar convergencia hacia
el estado estacionario, en te´rminos de la entrop´ıa.
Debemos sen˜alar que este feno´meno de multiestabilidad no aparece en el caso del
operador de relajacio´n estudiado en [3], donde so´lo hay un estado estacionario. La no
linealidad del operador de colisio´n permite que estados Maxwellianos locales, dependientes
del tiempo, sean soluciones del sistema impidiendo de este modo la unicidad del estado de
equilibrio.
Resumimos en las siguientes secciones los resultados probados en [2]. En la Seccio´n
2 analizamos la existencia de solucio´n para el modelo presentado. La estabilidad de los
estados estacionarios se aborda en la Seccio´n 3. En la Seccio´n 4 estudiamos la convergencia
a los estados de equilibrio. Y finalmente, en la Seccio´n 5 explicamos la multiestabilidad de
los estados Maxwellianos para el caso del potencial armo´nico.
2. Existencia
Consideramos el problema de Cauchy asociado a la ecuacio´n (1) con dato inicial
f(t = 0, x, v) = f0(x, v) ≥ 0 c.p.d. en R2N , (5)
con masa, energ´ıa y entrop´ıa acotadas:∫
R2N
f0(1 + 2φ(x) + |v|2 + | log f0|)dxdv = c0 < +∞ (6)
y probamos la existencia de solucio´n para este problema de valores iniciales. La existencia
global en L1 para todo el espacio RN era conocida en el caso sin potencial confinante ([7]
y [6]). En nuestro caso (con potencial confinante) adaptamos el esquema desarrollado por
Perthame en [7], que no es en absoluto de aplicacio´n directa. Las principales dificultades,
en nuestro caso, son las acotaciones de los momentos de orden alto, la adaptacio´n de los
averaging lemmas a nuestro sistema Hamiltoniano y la construccio´n de los problemas apro-
ximados apropiados para tratar con la Lipschitz-continuidad de la no linealidad. Nuestro
principal teorema de existencia para la ecuacio´n de Boltzmann-BGK (ver [2]) es:
Teorema 2.1 Para el problema de Cauchy (1)-(6) existe una solucio´n integral (mild) no
negativa f , (1 + 2Φ(x) + |v|2)f ∈C([0,+∞);L1(R2N )), tal que∫
R2N
(1 + Φ(x) + |v|2 + | log f |)f dxdv ≤ c(t0) < +∞, ∀ t ≤ t0. (7)
Adema´s, f satisface la conservacio´n global de la masa y la energ´ıa total y sus momentos
resuelven en sentido distribucional el siguiente sistema hidrodina´mico:
∂tρ+∇x · (ρu) = 0
∂t(ρu) +∇x ·
(∫
fv ⊗ vdv
)
+ ρ∇xΦ = 0 (8)
∂t(ρ|u|2 +NρT ) +∇x ·
(∫
fv|v|2dv
)
+ 2∇xΦ · (ρu) = 0
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donde la u´ltima ecuacio´n es va´lida so´lo para potenciales con σ = 1 en (4).
Si φ = φ(|x|) es un potencial radial y σ = 1 o ∫R2N f0|x|2 dx dv <∞, entonces f satis-
face la conservacio´n de las componentes del momento angular
∫
R2N
f(xjvk − xkvj) dxdv,
para cada j, k = 1 , . . . , N .
La demostracio´n de este resultado se obtiene en tres pasos:
1. Acotacio´n de los momentos de orden alto y construccio´n del lema de compacidad
(averaging lemmas en velocidad) para sistemas Hamiltonianos.
2. Construccio´n de soluciones aproximadas que satisfacen las mismas acotaciones que
f0.
3. Paso al l´ımite en las soluciones aproximadas usando los resultados del paso primero.
Una vez establecida la existencia de solucio´n nos planteamos en las secciones siguientes el
ana´lisis de sus estados estacionarios.
3. Estabilidad
Las propiedades de estabilidad para el sistema BGK pueden ser analizadas en te´rminos
de la entrop´ıa logar´ıtmica. Dadas dos funciones f, g ∈ L1(R2N ) denotamos por H[f ] =∫
R2N f log f dxdv la entrop´ıa de f y por
H[f, g] =
∫
R2N
f log
f
g
dxdv
la entrop´ıa relativa de f con respecto a g, donde ‖f‖L1 = ‖g‖L1 . Las principales propieda-
des de la entrop´ıa y la definicio´n de los estados de equilibrio los recogemos en el llamado
H-Teorema.
Teorema 3.1 (H-Teorema) Para una solucio´n f del Teorema 2.1 se verifica la igualdad
∂t(f log f)+v · ∇x(f log f)−∇xΦ · ∇v(f log f)=(M [f ]− f)(1 + log f) (9)
en sentido distribucional. Para cualquier t2 > t1 ≥ 0
H[f(t1)]−H[f(t2)] =
∫ t2
t1
∫
R2N
(f −M [f ])(log f − logM [f ]) dvdxds (10)
=
∫ t2
t1
∫
R2N
(f −M [f ]) log f dvdxds ≥ 0 , (11)
con igualdad si y so´lo si f(t) = M [f ](t) c.p.d. en R2N , ∀t ∈ [t1, t2]. En este u´ltimo caso
decimos que la solucio´n f es un estado de equilibrio para (1). Adema´s, existe una constante
d0 independiente del tiempo tal que
d0 ≥ H[f0]−H[f(t)] ≥
∫ t
0
H[f(s),M [f ](s)] ds (12)
y para cada equilibrio f˜(t) > 0 de (1), tal que f˜ ∈ C1([0,+∞) × R2N ) y | log f˜(t, x, v)| ≤
c(1 + 2Φ(x) + |v|2), se verifica
H[f0, f˜(0)]−H[f(t), f˜(t)] = H[f0]−H[f(t)] ≥ 0 . (13)
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La estabilidad de Lyapunov (13) implica la estabilidad de la familia de equilibrios en la
norma L1. En efecto:
Corolario 3.2 Para una solucio´n f(t) y un estado de equilibrio f˜(t) de (1), con f˜ veri-
ficando las hipo´tesis del Teorema 3.1, se tiene
‖f(t)− f˜(t)‖2L1 ≤ 2‖f0‖L1(R2N )H[f(0), f˜(0)], t ≥ 0.
En la Seccio´n 5 analizaremos brevemente estos estados de equilibrio (Maxwellianas locales).
4. Convergencia al equilibrio
El principal teorema de [2], en esta direccio´n es:
Teorema 4.1 Sea f una solucio´n del sistema BGK (1)-(6) en el sentido del Teorema
2.1. Entonces, para cada sucesio´n tn tendiendo a infinito, existe una subsucesio´n tnk y
una Maxwelliana local en tiempo m(t, x, v) tal que fnk(t, x, v) = f(tnk + t, x, v) con-
verge fuertemente en C([0, τ ];L1(R2N )) a m(t, x, v), para cada 0 < τ < +∞. Adema´s,
m(t, x, v) ∈ C([0,+∞);L1(R2N )) es una solucio´n integral (mild) no negativa de la ecua-
cio´n
∂tm+ v · ∇xm−∇xφ · ∇vm = 0 (14)
con condicio´n inicial m(0, x, v) = l´ımnk→∞ f(tnk , x, v) en L
1.
m(t) tiene la misma masa que f0, energ´ıa total acotada y satisface
H[m(t)] ≤ l´ım
tnk→∞
H[fnk(t)] = l´ımtnk→∞
H[M [fnk ](t)] c.p.d. en t.
Para potenciales radiales φ = φ(|x|) con crecimiento ma´s que cuadra´tico (es decir, |x|2+β ≤
c(1 + φ(x)), con β > 0 y |x| > R), m tiene componente a componente el mismo momento
angular que f0.
Este resultado no nos da el orden de convergencia. En esta direccio´n estamos trabajando en
la actualidad y en [2] demostramos un resultado preliminar, concretamente ese resultado
es:
Corolario 4.2 Sea f una solucio´n del sistema BGK (1)-(6) en el sentido del Teorema
2.1. Entonces, existe una constante c tal que
1
t
∫ 2t
t
‖f −M [f ]‖2L1(R2N ) ds ≤
c
t
(15)
Usando el teorema del valor medio (formalmente) podemos escribir (15) como
‖f(t∗)−M [f(t∗)]‖L1(R2N ) ≤
c√
t
para algu´n t∗ ∈ [t, 2t].
Este resultado no puede ser usado para derivar una velocidad de convergencia expl´ıcita
hacia el estado de equilibrio Maxwelliano m. Esto podr´ıa ser alcanzado con otros me´to-
dos (hipocoercividad, me´todo de entrop´ıa, . . . ). Para ello se requieren alta regularidad
y acotaciones independientes del tiempo, propiedades que no han sido probadas au´n pa-
ra el sistema BGK, ni siquiera en el caso perio´dico del toro. Este es un tema en el que
continuamos trabajando.
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5. Estados Maxwellianos. Potencial armo´nico
Describimos brevemente en esta u´ltima seccio´n las soluciones que son Maxwellinas
locales (ver Teorema 4.1). En muchos modelos la u´nica solucio´n Maxwelliana es el estado
estacionario (es decir, independiente del tiempo) y es u´nica. Sin embargo, en el sistema de
Boltzmann-BGK para ciertos potenciales externos encontramos una familia de estados de
equilibrio dependientes del tiempo. Brevemente describimos aqu´ı lo estudiado en [2] con
todo detalle. Como ejemplo, analizamos el caso armo´nico isotro´pico, es decir, φ(x) = |x|
2
2 ,
con x ∈ RN , en el que se presenta este feno´meno de multiestabilidad. Para este potencial
tenemos descrita la familia de estados de equilibrio (ver [2] para detalles) que denotamos
F = F( |x|22 ), sus propiedades quedan recogidas en el siguiente lema.
Lema 5.1 Si la familia F = F( |x|22 ) satisface:∫
R2N
f0(xjvk − xkvj) dx dv = 0 ∀ 1 ≤ j < k ≤ N, (16)
entonces las siguientes afirmaciones son ciertas:
a) Existen elementos en F con entrop´ıa arbitrariamente pro´xima a la entrop´ıa de fs =
1
(2pi)N
exp(− |x|2+|v|22 ).
b) Si f˜ ∈ F entonces las siguientes cantidades son iguales:
d
dt
H[f(t), f˜(t)] =
d
dt
H[f(t), fs] =
d
dt
H[f(t)]. (17)
En particular, ∀f˜1, f˜2 ∈ F y ∀t ≥ 0 se cumple
i) H[f(t), f˜1(t)]−H[f(t), f˜2(t)] = H[f0, f˜1(0)]−H[f0, f˜2(0)].
ii) Si H[f0, f˜1(0)] ≤ H[f0, f˜2(0)], entonces esta relacio´n se mantiene para cada
tiempo:
H[f(t), f˜1(t)] ≤ H[f(t), f˜2(t)], ∀t ≥ 0.
Puesto que el estado estacionario, fs, es la solucio´n con menos entrop´ıa cabe preguntarse si
se podra´ probar la convergencia hacia este estado. El problema recae en el hecho de que hay
equilibrios estables, no estacionarios, con entrop´ıa tan pro´xima a la de fs como queramos.
En [2] aportamos condiciones sobre el dato inicial para asegurar que, en te´rminos de la
entrop´ıa, se esta´ ma´s cerca de fs que de cualquier otro equilibrio de la familia F = F( |x|
2
2 ),
es decir, ofrecemos condiciones sobre el dato inicial que garantizan
H[f0, fs] < H[f0, f˜(0)], ∀f˜ ∈ F − {fs} . (18)
El Lema 5.1.b asegura que esta propiedad se mantiene para todo tiempo t > 0. Por otra
parte, probamos por contradiccio´n que (18) es una condicio´n necesaria para la H−con-
vergencia hacia fs (es decir, H[f(t), fs]→ 0 cuando t→∞). En efecto, si suponemos que
∃f˜1 ∈ F − {fs} con H[f0, f˜1(0)] ≤ H[f0, fs], entonces la desigualdad de Csisza´r-Kullback
implica
‖f(t)− fs‖2L1 ≤ 2H[f(t), fs], ‖f(t)− f˜1(t)‖2L1 ≤ 2H[f(t), f˜1(t)].
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Por tanto, si suponemos que H[f(t), fs]→ 0 cuando t→∞, tenemos que H[f(t), f˜1(t)]→
0 cuando t →∞. De este modo f converge en la norma L1 a la vez hacia fs y f˜1, lo que
supone una contradiccio´n.
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